UBER DIE AUFLOSUNG VON GLEICHUNGEN
MIT UNENDLICHEN REIHEN®

Carl Gustav Jacob Jacobi

Ich werde die Theorie der Auflésung von Gleichungen tiber unendliche
Reihen auf neuen Prinzipien begriinden, welche insbesondere darin bestehen,
dass man einer erzeugenden Funktion der zu findenden Reihe oder einer
Funktion bedarf, in deren Entwicklung wir nach Festlegung einer gewissen
Beschaffenheit eine Reihe finden, welche die Wurzel als Koeffizienten eines
gewissen Terms ausdriickt. So werden wir sehen, dass nach Vorgabe einer
Gleichung f(x) = 0 die Reihen, mit welchen die Wurzel und daher die
Potenzen dieser Wurzel ausgedriickt werden, aus einer eigenen Entwicklung

von log f(x) oder auch ﬁdﬂg{x) gefunden werden; nach Festlegen zweier

Gleichungen f(x,y) =0, ¢(x,y) = 0 zwischen den Variablen x, y werden die
Reihen, mit welchen die Wurzeln x, y und deren Potenzen sowie Produkte
ausgedriickt werden, aus einer besonderen Entwicklung des Ausdrucks

fl(x)e'(y) — fy)e'(x)
f-e

gefunden; sind die Gleichungen

f(x,y,2) =0, ¢(xyz)=0, ¢(xyz) =0

zwischen in drei Variablen x, y, z vorgelegt, werden die Reihen, mit denen
die Wurzeln x, y, z und deren Potenzen sowie Produkte ausgedriickt werden,
aus einer besonderen Entwicklung des Ausdrucks
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F) (@ WY (z) = ¢ @Y W) + fW) (@' @)Y (x) — ¢'(x)¢'(2)) + f'(2) (@' ()P (y) — ¢' (W)’ (x))
fo-9

gefunden; wie diese weiter fortgesetzt werden, ist bereits leicht ersichtlich.

Es ist ratsam zu bemerken, dass schon vor einiger Zeit der illustre Herr
LAGRANGE zu Beginn einer sehr beriihmten Abhandlung, in welcher das Theo-
rem, was heute seinen tragt, aufgestellt hat (Histoire de I’Académie de Berlin,
Année 1768), jene Erzeugung einer Reihe, durch welche die Wurzel der Glei-
chung f(x) = 0 ausgedriickt wird, betrachtet hat, aber anschlieffend jenen
Weg, auf welchem er sein Theorem gefunden hatte, nicht weiter verfolgt hat.
Denn sowohl er selbst als auch andere verlangten fortwidhrend einen strengen
Beweis des Lehrsatzes, welchen er damals nur angegeben hatte. Unser Beweis
ist auf andere Grundlagen gestiitzt, welche iiberdies eine grofie Ubereinstim-
mung mit denen haben, welche der sehr scharfsinnige Herr CAucay in einem
Kalkiil genutzt hat, welches er als das der Residuen genannt hat. Aber zumal
von uns nicht Weniges hinzugefiigt worden ist und jene Prinzipien sich um
vieles weiter erstrecken und daher auf die Auflosung von Gleichungen zweier
oder dreier Gleichungen in mehreren Variablen angewandt worden sind, kann
dieses zur Weiterentwicklung jenes Residuenkalkiils, welches der Autor so
erfolgreich zu nutzen pflegt, verwendet werden.

Weil wir aber im Folgenden die Reihen, von denen geredet wird, als Ko-
effizienten gewisser Ausdriicke, die in bestimmter Weise entwickelt worden
sind, finden, werden wir einer Notation bediirfen, mit welcher die einzelnen
Koeffizienten der vorgelegten Entwicklung ausgedriickt werden. Zu diesem
Zweck werde ich dieselbe Schreibweise verwenden, welche ich einst in der
kleinen Abhandlung de fractionibus simplicibus"(Berlin 1825, verg. Buch III, pp.
144 dieser Ausgabe) genutzt hatte. Wihrend also f(x) eine Funktion bezeich-
net, welche auf bestimmte Weise nach Potenzen von x entwickelt worden ist,
werde ich den Koeffizienten der Potenz x” mit dem Symbol

[f ()]

anzeigen. Ist eine Funktion mehrerer Variablen f(x,y,z,- - - ) nach Potenzen
entwickelt worden, werde ich den Koeffizienten des Terms x™y"zF - - - mit
dem Symbol



f(xy,z ) amynzr...
bezeichnen. Man kann freilich bemerken, insofern die entwickelte Funktion
nur ganze positive Potenzen der Variablen beinhaltet, dass anstellte unserer
Notation wieder die iibliche Notation der Differentiation verwendet werden
kann. In diesem Fall wird namlich eines Beispiels wegen

1 df(x)

[f(x)]x” - H(?l) dxn
wenn nach der Differentiation x = 0 gesetzt wird und II(n) das Produkt
1-2-3---n bezeichnet. Dasselbe gilt im Fall, im welchem f(x) endlich vie-
le negative Potenzen von x enthilt. Sobald ndmlich nach entsprechender
Multiplikation der Funktion mit x alle Potenzen positiv werden, wird

1 qmtnm f( x)

[f ()] = (m+n) dxmtn
wenn nach der Differentiation x = 0 gesetzt wird. Ebenso verhilt es sich
fiir mehrere Variablen. Aber im Folgenden werden auch Entwicklungen be-
trachtet werden, die zu beiden hin ins Unendliche laufen oder solche, die
sowohl positive als auch negative Potenzen bis ins Unendliche beinhalten,
deren Koeffizienten nicht mit der tiblichen Notation der Ableitung dargeboten
werden konnen.
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Es ist aber anzumerken, dass im Allgemeinen dem Ausdruck [f(x)],» nur
eine sinnvolle Bedeutung zukommen kann, wenn zuvor die tauglichste Art der
Entwicklung bestimmt worden ist. Denn es trédgt sich zu, dass, insofern iiber
die Entwicklung einer Funktion geredet wird, deren Argument aus mehreren
Variablen oder Termen besteht, wie etwa 51—, log(a+b+c+---), man
die eine oder andere Reihe findet, wo man die Entwicklung nach absteigenden
Potenzen eines anderen Buchstabens a, b, ¢, - - - . Daher, werden die Koeffizi-
enten nur eindeutig sein, wenn die Entwicklungsart angegeben worden ist.
In den Féllen, wie es auch die Betrachtung der Funktion selbst lehren moge,
welche Art und Weise der Entwicklung am dienlichsten ist, werde ich den
Buchstaben, nach welchem die Entwicklung nach absteigenden Potenzen zu
geschehen angenommen wird, zuerst in der Reihe darbieten, so wie wir es in
der vorherigen Abhandlung Exercitatio algebraica circa discerptionem singularem
fractionen etc. (verg. Buch III, pp. 67—90 dieser Ausgabe) gemacht haben. Den-
noch wird, sofern beurteilt werden sollte, welche Entwicklungsweise gewahlt



werden sollte, explizit hinzugefiigt.

Nun wollen wir die Grundlagen, von denen wir reden, in den folgenden
Lemmata darlegen.

LEMMA I

Wir wollen festlegen, dass die Funktion f(x), in einer gewissen Art und
Weise entwickelt, nur Terme enthilt, die Potenzen von x sind, aber nicht den
Logarithmus von x; ihre Ableitung df;(;) wird demnach den Term 1 nicht
aufweisen, welcher freilich nur aus der Ableitung des Terms log x hervorgehen
konnte, welcher ja in f(x) nicht auftritt. Es wird also

o 1], -

sein, woher nach Setzen von %H (x)™*! anstelle von f(x)

@ [ 2] o

wird. Formel (2) erfahrt im Fall m = 1 eine Ausnahme, welche eine eigene
Betrachtung verlangt. Wir wollen also den Koeffizienten von 1 im Ausdruck

1 df(x) _ dlogf(x)
f(x) dx dx

suchen. Es sei also der Term von f(x), nach dessen absteigenden Potenzen
log f(x) entwickelt werde, 2, x* und man setze

fx) =ax'(1+U),

woraus

dlog f(x) . dlog(1+U)

dx X dx
ist. Nun besteht der Ausdruck

allein aus Potenzen von x, woher



dlog(1+W)]  _
dx -1 o

wird, und daher
o 28] = [, -

Wir sehen also, sofern die Potenzen der Funktion f(x) nach absteigenden Potenzen
des Terms a,x" entwickelt werden, welchen wir festlegen, einer von den Termen von
f(x) zu sein, dass im Ausdruck

df (x)

m

flaom e

der Koeffizient des Terms % stets = 0 ist oder jener Ausdruck den Term % iiberhaupt
nicht aufweist, wenn nicht m = —1 ist, in welchem Fall der Term % den Koeffizienten

W hat.

In den Anwendungen dieses Lemmas, welche wir unten bei der Auflésung
von Gleichungen durch Reihen machen werden, wird der Term, nach welchem
die Entwicklung der absteigenden Potenzen durchzufiihren ist, ax oder die
erste Potenz der Variable sein; in diesem Fall werden wir daher

[ 1 df (x)} _q
f(X) dx x—1 B

setzen. Wir wollen festlegen, dass F(x) eine andere Funktion ist, die entwickelt
auch allein aus Potenzen von x besteht; aus (1) wird

[dF(x)f(x)} Y

dx

sein, und daher

oder allgemeiner

(5) [P(x)d’;a (HX)Ll = (=" [f <x>dndi(nx)}

welche Formel man oftmals gewinnbringend nutzen wird.



LEMMA II

Wir wollen festlegen, dass die Funktionen f(x,vy), ¢(x,y) auf bestimmte Weise
entwickelt nur Terme beinhalten, die Potenzen von x, y sowie deren Produkte
sind, und daher die Terme log x, log y nicht enthalten: Es folgt aus Lemma I,
dass in den Ausdriicken®

def ()] dlef'(v)]
ay dx

im ersten die mit % multiplizierten Terme, im anderen die mit % multiplizierten

Terme fehlen; daher wird in keinem der beiden der Term xl—y gefunden werden.
Also wird auch die Differenz der beiden

den Term xl—y nicht aufweisen; wir finden somit das neue und merkwiirdige
Theorem

6) [f'(x)9' () = f (W' (x)]-1y1 = 0.

1

Daraus folgt auch, wenn )

sind,

fmH, -2 9" anstelle von f, ¢ gesetzt worden

7) " {f'(0)e'(y) = f (W) e'(x)} 1,1 =0.
Diese Formel erfahrt eine Ausnahme im Fall m = —1, n = —1, welcher geson-
dert zu untersuchen ist.

Und dazu bemerke ich zuerst, wenn nur die eine der beiden Zahlen, bei-
spielsweise, m = —1 ist, dass Formel (7) sich nicht &ndert, oder auch der
Ausdruck

_ dlo dlo
F 00 - e} = o { 58 ) - T5E g 0
den Term xiy nicht enthidlt. Wir wollen ndmlich festlegen, dass ax'y* ein
Term von f(x,y) ist, nach dessen absteigenden Potenzen seine Potenzen oder

"Hier werde ich aus Griinden der Bequemlichkeit die Notation fiir die partiellen Ableitungen
verwenden, welche der illustre Herr LAGRANGE vorgeschlagen hat.



Logarithmus entwickelt werden, log f(x,y) wird die logarithmischen Terme
ulog x + vlogy enthalten; aber aus den Differentialen @, %

Logarithmen heraus, woher auch die Ausdriicke

gehen die

"), " (y)
allein aus den Potenzen und Produkten von x, y bestehen. Daraus folgt, dass
in deren Differentialen

of " ()] Alf e (v)]
dy ’ dx

respektive die mit %, % multiplizierten Terme fehlen; daher wird keine der
beiden den Term xiy haben, und daher auch nicht deren Differenz

(m+1)f 9" {f(x)¢' (v) — f' ()¢ (x)}

oder es wird

8) " {f ()" (y) = f )¢ ()} 11 =0

sein, was zu beweisen war.

Nun wollen wir sehen, was mit Formel (7) geschieht, wenn gleichzeitig

m = —1 und n = —1 ist, oder wir wollen den Koeffizienten des Terms xl—y im
Ausdruck
f()9'(y) = f'(y)g'(x) _ dlogf dloge odlogf odloge
fe ox dy dy ox

suchen. Wir wollen festlegen, dass ax*y*, bx*y"" die Terme von f(x,y), ¢(x,y)
sind, nach deren Potenzen deren absteigenden Potenzen und Logarithmen
entwickelt werden, und es sei

flxy) =axty’ (1+U), ¢(x,y) =bx"y" (14 V).

Wir setzen der Kiirze wegen



uz ul

Lzlog(1+u):u_7+?_...,
vz V3
leog(l—i—V):V_?_F?_...,

welche Ausdriicke allein aus den Potenzen von x, y bestehen: Man findet

y oy

ologf dlogg odlogf odloge _ (p oL\ (v' OM\ (v oL\ (u oL
ox Yy Yy ax  \x  ox y ody)\x 9x)°

Auf der rechten Seite der Gleichung, nach Offnen der Klammern, findet man
die Ausdriicke

OLOM _9LOM  13L 19M 1dL 1aM

dx dy Jdy dx’ yox’ yox’' «xdy’ xay’
welche aus dem vorherigen Theorem heraus begriindet alle den Term xl—y
i

nicht aufweisen, woher wir im vorherigen Ausdruck den Koeffizienten von W

einfach als uv’ — p'v erhalten; oder es wird

gy |dlogf dloge odlogf dlogg [ x)¢'(y) — fy)e'(x)
9) = :
ox dy dy 0x ]y f-o 1y
=uv —p'v.

Wir sehen also, wenn die Potenzen der Funktionen f(x,y), ¢(x,y), welche allein
aus Potenzen der Variablen x, y bestehen, nach absteigenden Potenzen der Terme
axty’,  bxty”

entwickelt werden, welche wir annehmen in jenen Funktionen gefunden zu werden,
dass im Ausdruck

fro"{f (x)9'(v) — £ (v)9'(x)}
der Koeffizient des Terms xiy stets = 0 ist oder der Term xiy ihm ginzlich fehlt; wenn
nicht gerade m = —1 und n = —1 ist, in welchem Fall der Term xl—y den Koeffizienten



wv' — u'v hat.

In den Anwendungen dieses Theorems, welche wir unten machen werden,
werden die Entwicklungen nach absteigenden Potenzen der Terme ay, by
durchgefiihrt werden, in welchem Fall y = v’ =1, y’ = v = 0 ist, und daher
auch

f)e'y) - f'(y)e'(x) _ 1
fe X1y

Nach Annahme einer dritten Funktion F(x,y) priift man leicht, dass

(10)  FIf'(x)¢'(y) = f ()¢’ (x)]

/ 2
= 0 78— ) 22 - UL o Sk 1 O (1) + 0 ) (0

ist. Sooft nun F(x, y) auch selbst allein aus Potenzen der Variablen x, y besteht,
werden nach den vorherigen Theoremen die Ausdriicke

f,(x)a[aqof] _f,(y)a[aqf], a[f(Pali(y)]

den Term xiy nicht aufweisen, woher aus (10)

(A1) [F(F')¢' () = f () (x)] 1y

azp / / / U
= |/ Paxay TSP WP W)+ of ()F ()

x-ly-1
hervorgeht, welches Theorem unten benutzt werden wird. Es ist anzumerken,
dass, sooft F konstant ist, (11) in (6) tibergeht.

LEMMA III

Um Analoges fiir drei Funktionen f(x,y,z), ¢(x,y,z), ¢(x,y,z) mit den drei
Variablen x, y, z zu finden, bemerke man die identische Gleichung




L YY) — ' Wy'(x) _
0z ’

welche man durch Differenzieren leicht tiberpriift. Aus dieser, wenn der Kiirze
wegen

A= f (X)W (z) =9 @' () + W)@ (29 (x) — ¢ (x)¥'(2))
+f(2)(¢" ()P’ (y) — @' ()¢’ (x))

gesetzt wird, entspringt die folgende:

(13) LEWYE = @¢Y)

ox oy 0z

Wir wollen festlegen, dass in der entwickelten Funktion f(x,y,z) auler den
Potenzen x, y, z keine anderen Terme gefunden werden und sie daher auch
keine Logarithmen enthilt; weiter sollen die tibrigen Funktionen ¢(x,y,z),
P(x,y,z) in entwickelter Form entweder allein aus Potenzen der Variablen x,
Y, z bestehen oder aufler jenen die logarithmischen Terme

p'logx+v'logy+ w'logz, u'logx+1v"logy+ w"logz

enthalten, wéhrend y/, v/ etc. Konstanten bezeichnen. Es ist klar, dass die
Ausdriicke

PV (2) =" DY (), ¢ (x) —¢' ()P (2), ¢ ()P (y) — ¢ (W)Y (x)

gewiss frei von Logarithmen sind, und daher auch aus den Ausdriicken

(@' WY (2) = ¢ )¢ (y)  f (¢ ()Y (x) —¢'(X)¥'(z)  f (¢ (V)P () — ¢' (W)Y (x))
dx ’ dy ’ oz

der erste keine mit % multiplizieren, der zweite keine mit % multiplizierten,

der dritte keine mit % multiplizierten Terme aufweist; daher wird keiner von
ihnen den Term xiyz enthalten, und daher auch nicht deren Summe, welche

wir aus (13) sehen = A zu sein. Wir erhalten also das fundamentale Theorem

(14) [Aly 1,11 =0.

10



Wir wollen nun festlegen, dass auch die erste Funktion f(x, y, z) die logarithmi-
schen Terme plog x + vlogy 4 wlog z beinhaltet, wahrend y, v, w konstanten
bedeuten, sodass nach Setzen von

f(x,y,z) =plogx+vlogy + wlogz+ U

U allein aus Potenzen der Variablen x, y, z besteht. Nachdem dieser Ausdruck
fur f(x,y,z) in A eingesetzt worden ist, wird

A= %W(y)lp’(Z) —¢' @Y Y) + 5 (9" (29 (x) =" ()Y () + =~ (@' ()9 (v) — ¢’ (W)¥'(¥))

Nun wird nach (14) der erste Teil dieses Ausdrucks

ou ou ou
5 WY () - @Y (y) + @(fp'(Z)llJ'(X) ¢ ()Y'(2) + = (@' ()Y () — 9" (V)¢ (x)
den Term ﬁ nicht besitzen; weiter erhalten wir aus Lemma II leicht, dass in

den Ausdriicken

o'WV (2) =9 @V (y), @)Y (x)—¢' ()P (2), ¢ ()P (y) —¢'(W)¥'(x)

die Koeffizienten der Terme ﬁ, %, xiy respektive

V' — 1" w’y" _ w//‘u/, ‘1/!/1/” _ ﬂllvl

sind, woher das Theorem hervorgeht, wenn die Funktionen f, ¢,  entwickelt
aufler den Potenzen der Variablen x, y, z noch die logarithmischen Terme

plogx+vlogy+wlogz, wu'logx+v'logy+w'logz, u"logx+v"logy+w”logz

enthalten, dass

1o 1o ",

(15) [A]x71y71271 = ]1(1/ w ]///w/) —+ V((A) U (U/IV/) + CU(]/l/V// — )

sein wird.

11



Wir wollen wieder festlegen, dass die Funktionen f(x,y,z), ¢(x,y,2), ¥(x,y,2),
in bestimmter Art entwickelt, allein aus den Potenzen der Variablen x, v, z
bestehen, und deren Potenzen und Logarithmen nach absteigenden Potenzen
der Terme

! / / " i "
axty'z¥,  bx"y"z¢, cxty¥ z,
welche angenommen werden in ihnen gefunden zu werden, entwickelt werden:
Deren Logarithmen werden in entwickelter Form aufSer den Potenzen der
Variablen die Terme

plogx+vlogy+wlogz, wu'logx+v'logy+w'logz, u"logx+v"logy+w”logz

beinhalten. Nachdem wir also in A anstelle von f, ¢, i entweder f"*1, ¢"*1,
P+ oder log f, log ¢, log i eingesetzt haben, folgt aus (14), (15) der Lehrsatz,
wenn nicht gerade m = n = p = —1 ist, dass

(16) [fm(Pnlsz ’ A]x*lyflzf1 =0

wird; wenn aber m = n = p = —1 ist, dass

A
foy

} :]/t(v’w”—v”w’)-l-v(w’y”—
x-ly-1z-1

) |

"o n /)

W'V + (v — v

wird.

In den Anwendungen, welche wir unten machen werden, werden die
Entwicklungen nach absteigenden Potenzen der Terme ax, by, cz durchgefiihrt
werden, alsoimFall y = v =" =1lund ' =p" =1V =v=w=w' =0
und daher

A
e ~1.
|:fq01/):| x~ly—1z-1

Um eine Formel, die (11) von Lemma II dhnlich ist, zu finden, transformiere
ich nach Annahme einer vierten Funktion F(x,y,z), welche auch allein aus
Potenzen der Variablen bestehe, den Ausdruck [F - A],-1, 1.1 in einen ande-
ren [P],1,-1,-1, in welchem P die Differentiale der Funktion f nach x, der
Funktion ¢ nach y, der Funktion ¢ nach z nicht enthélt. Das fiihrt man wie

12



folgt durch. Nachdem néamlich fF anstelle von f im Ausdruck von A gesetzt
worden ist, geht Formel (14) in diese tiber:

[F . A]xfly—lz—l =
[FF'(x) (9" ()¢ (2) = 9" ()¢ (v) + FF () (@' (2)¢' (x) — ¢" ()9 (2)) + fF' (2) (¢ ()" (y) — 9" (W)9' (x))] 1121
Weiter folgt aus (11)

FF ) (@' (99" (2) — 9" (29" (W)]x1y-12

2 "(x "(x (x
- wa[g;a,(z)] + ¢¢’<y>a[ﬂ;;” +1e'(2) aLfI;y( : ] x 1yt

7

und aus (4)

P v @) = [y

~[fF(2)¢' )y’ (x)]y+ = [(pa[f F/%;‘PI(X)]] g
.

Nach Einsetzen all dieser in der oberen Gleichung geht
- [P . A] x—ly—lx—l

2 / ! l
oy LG ¢ gy WP gy E )

dy
PRl IRV 1/ )0! Gy () + 57 () ()9 )

hervor. Diese Formel geht leicht in diese tiber:

Gl
Ty

13



f 0’F
ov 0x0Yy0z

, Plovl PF  olps) °F | olfg]
ox 0Jyoz dy 0zox 0z dxdy

r 2
(8) ~[FBed + P |ops L + o ()7 () + 9o/ ) 0)]

r 2
HFW) [0 2 0f G0+ 092

r 2
P foga + 17 60 W) + of WP ()

xly-1z-1

Aus den Formeln (11), (18) werden wir unten die Lehrsitze, welche der
illustre Herr LAGRANGE tiber die Auflosung von zwei Gleichungen in zwei
Variablen, bzw. drei Gleichungen in drei Variablen einst dargeboten hat, von
selbst herausflieflen sehen, welche Gleichungen es daher an dieser Stelle im
Voraus zu erwdhnen gefiel, damit unsere Erkenntnisse leichter mit den Fun-
den jenes Herrn in Einklang gebracht werden konnen.

Auf gleichem Wege, wie wir sie fiir zwei und drei Funktionen gefunden ha-
ben, werden diese Entdeckungen leicht auf eine hohere Anzahl an Funktionen
erweitert.

UBER DIE INVERSION VON REIHEN — ODER DIE
AUFLOSUNG EINER VORGELEGTEN GLEICHUNG MIT
UNENDLICHEN REIHEN

Wir wollen eine erste Anwendung der drei angegebenen Lemmata auf den
einfachsten und schon 6fter behandelten Fall geben, in welchem nach der
in eine Reihe zu entwickelnden Wurzel einer vorgelegten Gleichung gefragt
wird. Wir werden sehen, dass aus der in gewisser Weise durchgefiihrten
Entwicklung des Logarithmus des Ausdrucks, welcher gleich Null wird, die
gesuchte Reihe und ihre Potenzen sowie Logarithmen folgen, welche in jener

14



Entwicklung als Koeffizienten gefunden werden.

Die Frage tiber die in eine Reihe zu entwickelnde Wurzel kann in allen
Fallen auf die Inversion von Reihen zuriickgefiihrt werden, in welcher es
darum geht, dass nach Vorlage der Reihe

X:a1x+a2x2+a3x3—l—a4x4+---
eine andere Reihe verlangt wird, mit welcher umgekehrt x tiber X ausgedriickt
wird
X=X+ bX>+ 03X+ X4,

woher nach Vorlegen der Gleichung

Y = a1x + ax® + az3x® +agxt + - -

die Wurzel

x:b1y+b2y2+b3y3+b4y4+---

gefunden wird. Nach Differenzieren der identischen Gleichung

x:b1X+b2X2+b3X3+b4X4+---

und anschlieffender Teilung durch X" erhélt man

1 o dX | b 2b, 3B3 nby,

X de x0Tt Txez T

o < (Dbt |

Wir wollen in dieser Gleichung die einzelnen Potenzen von X nach aufstei-
genden Potenzen von x und daher nach absteigenden Potenzen des Terms
ai1x, welcher in X gefunden wird, entwickeln: Aus Lemma I folgt, dass auf

der einen Seite der Gleichung, auf besagte Weise entwickelt, der Term 2 nur

im Ausdruck nbn%% gefunden wird: Weiter wird aus demselben Lemma

1),
de x_1_ !

woher schon

15



1 171
|:)(n:| - = len oder bn = E |:}<n:| -

wird. Dies ist die allgemeine Bestimmung der Koeffizienten der gesuchten
Entwicklung.

Mit der vollkommen gleichen Methode bestimmt man nach Setzen von
X" =y"b byt by tbiy’ ]

m
die Koeffizienten b,. Nachdem die Gleichung ndmlich differenziert worden
ist, welche die identische werden muss,

m m m m
X" =by X" by X" by X2 by XM

und nach anschlieSender Teilung durch X" +"~1, hat die eine Seite aus Lemma

m
in dem einen einzigen Ausdruck (m +n —1) by, %‘% den Term %, woher

mx™ 1 m [1dX m
[WLl =(m+n—1)b, [deLl =(m+n—-1)b,

wird, oder weil allgemein

" F )] = [F(2)]xm

ist, wird

I;”_ m 1
m4n—1 [ Xmn1|

Sofern m eine ganze negative Zahl und n = —m + 1 ist, in welchem Fall (19)
unbestimmt wird, muss anstelle der Formel diese eingesetzt werden:

(20)  byy1= m[log X]n,

welche man leicht iiberpriift. Mit derselben Methode findet man nach Setzen
von

0 0 0 0
logx = logy +1logbi+ by y+ by y+ by y*+ by y° + - - -

16
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o =12

Wenn m eine positive Zahl ist, folgt aus (19)

m—+1 m—+2

Aoy Y LY L
m  (mX" " (m+1)XmL (4 2) X2 e

oder, weil weder X noch %, %, cee, ﬁ in entwickelter Form den Term x—™

enthalten,
m

(22) " = —[log(X = y)]sn.

Aus derselben Formel, nach Vergleich mit (20), wird

1 XM Xm—l X ]/ yZ
s et 2 i loex L L.
mx™ my"™ + (m—1)ym-1 o y +log X 2X? o
oder, weil in X™*1, X"*+2 ... nur die hoheren als die m—-te Potenz von x

gefunden werden,

= [log(y — X) —log(X — y)].n.

mx™
Weiter wird aus (21)
X 2X2 3% "
oder, weil logb; = —loga; = —[log X] 0 ist,

(24) logx =logy — [log(X — )],

Anstelle der Formeln (22), (24) koénnen diese eingesetzt werden:

(25) % = [log(y — X) — log(X — y)]x-n,
(26) logx = [log(y — X) —log(X — y)],

weil der Ausdruck log(y — X) die negativen Potenzen von x iiberhaupt nicht
enthilt; daher sehen wir, dass Formel (25) fiir alle positiven und negativen

17



Werte der Zahl m gilt.

Damit man die Formeln nicht missversteht, ist es ratsam zu wiederholen,
dass nach dem, was wir oben erinnert haben, fiir die jeweilige Art, nach
welcher das Binom, dessen Logarithmus zu entwickeln vorgelegt wird, man
entweder y — X oder X — Y schreibe, wir mit den Ausdriicken log(y — X),
log(X — y) die verschiedenen Reihen

X x* x® xt
R e A T T T
2 3 4

) = _y_ ¥y ¥y _Y¥ _ ..
10g(X y) IOgX X 2X?2 3x3 4X4

bezeichnen, in welchem weiter die Potenzen und Logarithmen von X nach
aufsteigenden Potenzen von x zu entwickeln sind. Nachdem dies richtig ver-
standen worden ist, lehren die Formeln (25), (26), dass in demselben Ausdruck
log(y — X) — log(X — y), auf besagte Weise entwickelt, in welcher Entwicklung
aufler dem Logarithmus von x seine positiven wie negativen Potenzen bis ins Un-
endliche gefunden werden, die Koeffizienten der negativen Potenzen die positiven
Potenzen, die der positiven Potenzen die negativen, die Konstante den Logarithmus
der Reihe darbieten, mit welcher die Wurzel x der Gleichung X = vy ausgedriickt wird.

Man setze

biy+ by + bsy® +bay* + - =Y,

sodass aus der Gleichung X = y dann x = Y wird, aus (25), (26) erhilt man
die identischen Gleichungen

m

(@7) T = [log(y — X) ~ log(X — y)l, »,

(28) log X = [log(y — X) — log(X — y)] .

Aus diesen Formeln, wenn die Entwicklung des Ausdrucks log(y — X) —
log(X — y) nach Potenzen von x geordnet wird, findet man

18



Y Y? Y3
log(y — X) —log(X —y) = —logx—l—;—i-foZ-I—@

oder, was dasselbe ist,

(29) log(y — X) —log(X —y) =log(Y — x) —log(x —Y).

Diese "Formel von wundersamer Einfachheit bleibt unverandert, wenn x, X
mit y, Y vertauscht werden: Dies muss wegen Reziprozitdtsgesetzes, welches
zwischen den Gleichungen y = X, x = Y einhergeht, weil aus jener diese und
aus dieser jene folgt, sich selbstredend auch so verhalten. Um dies klarer zu
sehen, welche Bedeutung der Inhalt von Formel (29) hat, welche in dieser
Theorie als die kanonische angesehen werden kann, wollen wir sie als Lehrsatz
prdsentieren:

THEOREM

Nach Vorlage der Reihe

X = ayx + apx? 4 azx® +agx* + - -

sei

Y = by + boy® + b3y’ + bay* + - - -

die Reihe, welche aus der Inversion der vorgelegten entsteht, sodass nach Setzen von
X =ydann Y = x wird: es wird identisch

log(y — X) —log(X —y) =log(Y —x) —log(x —Y)

oder

gy X _ X X ey _ X _ ¥ ®
&Y y  2y> 33 _ 8 Ty Tov2 T 3ys
S S G Cepxa LYY
TR T XY Toxataxs T EXT Y T2 T3
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sein, wenn freilich auf der ersten Seite der Gleichung die einzelnen Potenzen und
der Logarithmus von X nach aufsteigenden Potenzen von x, auf der zweiten Seite
der Gleichung die einzelnen Potenzen und Logarithmen von Y nach aufsteigenden
Potenzen von y entwickelt werden. Das Theorem lehrt, dass in derselben Entwicklung
des Ausdrucks

log(y — X) —log(X —y) =log(Y —x) —log(x —Y),

geordnet nach Potenzen des Elements y, als Koeffizienten die Potenzen und der
Logarithmus der vorgelegten Reihe, geordnet nach Potenzen des Elements x, die
Potenzen und Logarithmen der inversen Reihe gefunden werden.

Das kuriose Theorem, welches wir nun vorgelegt haben, ist wegen der Ge-
talligkeit, welcher es sich erfreut, der Miihe wert, es noch mit einem anderen
sehr unmittelbaren Beweis zu bestétigt zu haben.

Man setze X = f(x), und entwickle die Ausdriicke

2 3
loglf(x) — )] = log f(x) - 50 -3 (F8) -2 (4 -+,

2 3
loglf(4) ~ f0) =og ) - £ = 3 (Fo3) 5 (o))~

nach abnehmenden Potenzen von a1, woher der eine log[f(x) — f(y)] allein
positive Potenzen von y, der andere log|[f(y) — f(x)] allein positive Potenzen
von x, aber keine der beiden positive Potenzen von a; enthalten wird. Mit
diesen Bedingungen ist die Art der Entwicklung ganzlich festgelegt. Nun sei

f(x) = fy)

—y =a+a(x+y)+az(P+xy+yH) +---=U,

es wird

log[f(x) = f(y)] :log(x—y)+loguzlogu+logx—}—@—@—---

X
log[f(y) — f(x)] —log(y—X)+10gU—10gU+10gy—§—?—@—~-

20
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sein. In jedem der beiden Ausdriicke muss log U auf dieselbe Weise entwi-
ckelt werden, natiirlich nach absteigenden Potenzen von a1, woher nach der
Rechnung

(30) log[f(x) — f(y)] —log[f(y) — f(x)] = log(x —y) — log(y — x)

hervorgeht. Nun setze man in dieser Gleichung anstelle von y den Buchstaben
Y ein, wonach, weil f(Y) = y ist, Formel (30) in diese iibergeht:

log[f(x) —y] —logly — f(x)] = log(x —Y) —log(Y —x),

was nach Setzen von f(x) = X das zu beweisende Theorem ist.

Man setze

F(x)=A+Ax+ A'x2 + A"x3 + ...

nach Multiplizieren der Gleichung

log(y — X) —log(X —y) = log(Y —x) —log(x —Y)

1

mit F(x) finden wir den Koeffizienten des Terms

1 12 1 /3 1 "4 / B" 1B"
- = el i+ BlogY — — — 2 _ ...
AY + S AY 4+ A+ A" 4 4+ BlogY - — — 2
oder
[{log(y — X) ~log(X — ) }F()], = [ FY)dY
oder nach Setzen von F(x) = dggg(x) = ¢'(x), weil Y = x ist,

(31) [{log(y — X) —log(X — y)}¢'(x)] 1.

Wenn in ¢(x) eine Konstante gefunden wird, wird sie auf der rechten Seite
der Gleichung hinzuzufiigen sein.
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Sofern ¢(x) allein aus positiven Potenzen von x besteht, wird (31) einfacher
so dargeboten

(32) ¢(x) = ¢(0) — [¢'(x)log(X — y)] 1.

Also wird nach Setzen von

p(x) =P+ Py+P"y*+P"yP> 4.
P = ¢(0) sowie

Es sei die Gleichung

a—z+yf(z) =0

vorgelegt und man entwickle ¢(z) in die Reihe

l/J(Z) — P—i—P/y—I—PNyZ + P///y3 4.
Nach Setzen von z = a 4 x geht die vorgelegte Gleichung in y = f(ufi—x) , P(z)

in (a + x) tiber: Setzen wir also in (33)

X = f(a’; g P = et ),
wird
pln) _ % gt xi{:(”‘ LIl %[tp’(zx +20) (@ + 1)

oder aus dem TAYLOR’schen Satz

w1 d g (@) f(a)"]
(34) P = II(n) dan—1 ’

woher

(35) $(z) = pla) +yy'(a) fla) + L ST L L)

wird, was die LAGRANGE’sche Reihe ist.
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Sie ist nicht allgemeiner ist die Gleichung, welcher der illustre Herr La-
GRANGE sich zu losen vorgelegt hat,

= Fla+yf(2)),

welche natiirlich fiir z = F(u) in die oben verwendete Form

u=at yf(Fu)

tibergeht, was ratsam ist, es angemerkt zu haben.

Nachdem die erzeugende Funktion der Reihe gefunden worden ist, mit
welcher die Wurzel der vorgelegten Gleichung oder die Funktion der Wurzel
ausgedriickt wird, haben wir den Vorteil erlangt, dass derselbe Ausdruck
leicht auf alle Arten, auf die man die Entwicklung durchzufiihren beliebt,
angewendet wird, und das sogar auf den sehr allgemeinen Fall, in welchem
nach Vorlage der Gleichung f(x,y) = 0 eine Funktion ¢(x, y) nach Potenzen
von y zu entwickeln ist. Nachdem ndmlich die Gleichung

0=flxy)=dy+a"y+ - +x@+by+b"y + - )+ (c+cy+"y¥+--- )+

vorgegeben worden ist, sei die Aufgabe gestellt, die Funktion

plry) = A+ Ay+ A"+ +x(B+BY+B "y +- )+ 22 (CHCY+Cy 4 )+

in eine Reihe der Form

w(x,y) :P+P/y+P”y2+P”’y3+-'-

zu entwickeln; um P 7y finden, bemerke ich, dass aus unseren Formeln

a¢( y)

(36) y(x,y)=9(0y) - log f(x,y)

x—1

ist; nachdem nun die Ausdriicke ¢(0,y), alp(xy log f(x,y) nach Potenzen von
y entwickelt worden sind, seien die allgememen Terme

es wird
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(37) P = Al 7]

x—1

sein. Vor einiger Zeit hat der illustre Herr LAPLACE in der Abhandlung, in
welcher er die LAGRANGE’sche Reihe als erster mit einem strengen und sehr
eleganten Beweis untermauert hat (Hist. Acad. Par, im Jahr 1777), ohne Beweis
ein merkwiirdiges sich hierher erstreckendes Theorem angegeben, weil wel-
ches sich der Aufmerksamkeit der Geometer entzogen zu haben scheint, ich
selbigem mit den Worten des Autors hier den rechtméfiigen Raum geben
mochte. Nachdem er ndmlich aus der Betrachtung der Gleichung g—fx‘ = z%—f,
in welcher z eine gegebene Funktion von x ist, die Auflosung der Gleichung
x = @(t + az) und daher von mehreren Gleichungen in mehreren Variablen
abgeleitet hatte, hat er dieser Abhandlung am Ende Folgendes hinzugefiigt:

“Nach Betrachtungen anderer Gleichungen zu den partiellen Differential-
gleichungen in x, «, t liefSe sich mit der vorherigen Methode jede beliebige
Funktion u# von x in eine Reihe entwickeln und man fande auf diese Art un-
zdhlige Gleichungen zwischen x und «, fiir welche diese Entwicklung gelingt;
aber wir wiren noch ziemlich weit von der Losung des allgemeinen Problems
entfernt, welche Gleichung zwischen x und a auch immer vorgelegt ist, jede
beliebige Funktion von x und &, wenn es moglich ist, nach ganzen positiven
Potenzen von « zu entwickeln. Um dieses Problem zu losen, werde ich nun
ein Theorem vorlegen, welches wegen der Allgemeinheit und Einfachheit,
welcher es sich erfreut, der Aufmerksamkeit der Analytiker wiirdig ist."

“Es sei ¢(x,a) = 0 eine zwischen x und a vorgelegte Gleichung, und u eine
in eine Reihe zu entwickelnde Funktion von x und «; nach Setzen von & = 0
geht die vorgelegte Gleichung in ¢(x,0) = 0 iiber, nach Auflosen von welcher
man voneinander verschiedene Wurzeln haben wird, welchen verschiedene
Reihen entsprechen, in welche u entwickelt werden kann; es sei x —a = 0
eine von jenen Wurzeln, der Ausdruck ¢(x,0) wird dann als Faktor eine
positive Potenz von x — a haben, welche wir festlegen (x — a)i zu sein; nach
Festlegen all dessen, wird, wenn der allgemeine Term der Funktion u, welche
der Wurzel x — a = 0 entspricht, als a"g;, bezeichnet wird,
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(e (onvtna)

, 3 . 1-2-3...1n Ju”

=123 noan 1-2-3-- (n—1)i xn1

sein, wenn freilich auf der anderen Seite der Gleichung 1. die beiden Variablen
x und « als unabhdngig voneinander betrachtet werden, 2. nach den Ablei-
tungen nach « anschlieffend a« = 0 und nach allen Ableitungen x = a gesetzt
wird."

Dieser Lehrsatz wird mit unserer Formel (37) leicht fiir den Fall bestatigt,
in welchem i = 1 ist; aber in einem Fall, in dem i nicht = 1 ist, findet man,
dass selbiger aufierordentlich falsch ist. Denn in jenem Fall entsprechen dem
Faktor (x —a)’ dann i verschiedene Wurzeln der Gleichung ¢(x,a) = 0 und
nur fiir « = 0 sind diese einander gleich; und auch erstreckt sich die vom
illustren Herrn LAPLACE vorgelegte Formel nicht auf eine Funktion einer
einzigen Wurzel, sondern auf eine Summe von Funktionen, welche jenen i
Waurzeln entsprechen. Jener Geltungsbereich ist auf diese Weise zu korrigieren:

“Die Wurzeln der Gleichung ¢(x,a) = 0, welche dem Faktor (x — a)’
entsprechen, seinen xi, x2, x3, - -+, x;; weiter seien die Werte, welche die

Funktion u fiir x = xq1, x5, - - - x; annimmt, 1, U, - - -, U;; Wenn wir nun

u1+M2+M3—|—"'+Mi:ZE]nOCn

setzen, wird

ain—l

(x —a)i" 9" (% log cp(x,a))
i d"u 1 M(n) da

(8) 0 = [y aer ~ T =1) S 1

sein, wenn nach den Ableitungen an der Stelle & = 0 auch x = a gesetzt wird."

Den Beweis dieses Theorems lasse ich an dieser Stelle aus. Mit unserer
Formel (37) wird auch leicht das Problem gelost, nach Vorgabe einer Funktion
¢(x,y) = 0, wo wir y als eine Funktion von x ansehen, allgemein die n—te
Ableitung der Funktion ¢(x, y) zu finden; denn, ist schlicht ¢(x,y) = y, wird
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anfl in. 0" log (P(X + h']/ + 1)
My _ 1 ' oh"

oxt  II(n—1) 9in—1 ’

wenn nach den Ableitungen h =0, i = 0 gesetzt wird; oder allgemeiner wird

mit () = LY ) = ay

(39)

g1 (. "Pp1(x+h,y+i)loge(x+h,y+i)
I y) 1 oh"
(40) o ¥ II(n—1) gin—1 ’

wenn auch hier nach den Ableitungen h = 0, i = 0 gesetzt wird. Aus diesen
Formeln leitet man leicht mit bekannten Regeln kombinatorische Bildungs-
gesetze oder die Bildung der Terme an, aus welchen der gesuchte Ausdruck
besteht, auch die Zahlen, welche jene Terme als Koeffizienten haben.

UBER DIE AUFLOSUNG VON ZWEI GEGEBENEN
GLEICHUNGEN ZWISCHEN ZWEI VARIABLEN MIT
UNENDLICHEN REIHEN

Nach Vorgabe der Gleichung in zwei Variablen

T=dx 4+ my + a’'x*> + ajxy + ay* + -+,
v="0x+ by + b'x% + bixy + by + - -

transformiere ich durch Setzen von

ba™ —ayb™ = &M, ab —val" = B, a'by—ab = A,

hht—av=t, dv—-brt=u

selbige in diese einfacheren:

t=Ax + a”’x* + alxy + aoy? + 2”23 + -
u=Ay + p'x* + Brxy + Py’ +ﬁ”’x3+---.
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Wenn nun die Funktion der Wurzeln f(x,y) in die Reihe

flx,y) = Z C,gm)tmu”

zu entwickeln ist, muss nach Setzen von

X:AX+IX,/X2 +“/1xy+a2y2 _I_“///x3 +,
Y = Ay + B + Bray + poy® + B+ -

identisch werden

flxy) =Y cmxmyn,

was die Bestimmung der Koeffizienten C,Sm) an die Hand geben wird. Ich

finde den allgemeinen dieser Ausdriicke mit Lemma II auf diese Weise:

Nachdem also der Kiirze wegen X' = aa—f, X = %—)y(, Y = %—f, Y, = %
gesetzt worden ist und in der Entwicklung des Ausdrucks % nach ab-
steigenden Potenzen von A durchgefiihrt worden ist, findet man die positiven
und negativen Potenzen der Elemente x, y und dennoch nicht, wie wir in
Lemma II gesehen haben, den Term xl—y, wenn nicht gerade n =1, m = 1 ist,
aber in dem Fall, wie im Lemma gesehen, ist der Koeffizient von xl—y gerade

= 1. Deshalb wird nach Multiplikation der Gleichung

flx,y) = Z C,Sm)XmY”

mit dem Ausdruck

XY, - XY
Xp—H yq—H

aus Lemma II auf der anderen Seite der Gleichung den Term xlT/ nur im

Ausdruck, in welchem m = p, n = g ist, welcher

X' - XY
XY
wird, in welchem man weiter aus demselben Lemma als Koeffizienten des
Terms xl—y den Koeffizienten Cép) hat. Daher ist nun

Ctgp)
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(P) . X,Yl — le/

In dieser Formel ist die vollstindige Losung des Problems enthalten.

Ist f(x,y) = x™y", geht (41) leicht in diese Formel tiber:

X1 — X1

2 of = [T .
( ) 1 Xp+1Yq+1 x—(erl)yf(nJrl)

Fiir ein Beispiel, wie aus den angegeben Formeln die kombinatorische Bildung

des allgemeinen Terms der gesuchten Entwicklung gefunden wird, werde ich

die Bildung von C[(]p) in (42), wie sie jene Formel an die Hand gibt, angeben.

Zuerst es namlich klar, dass C,;p ) die Form

A Aq Ap

— + Aerqufn
T OAPTT APt + o

C(P) —. — - -
q AP+G+2 A2p+2q—m—n

annimmt, in welcher A, eine ganze positive Funktion der Koeffizienten a”,
ay, ap, -+, B, By, - - - der vorgelegten Gleichungen ist. Der Term von A, sei

! "
rl ]/l rl/ V
CHNCIS

(6)" ()"
€S muss
V/+V//+"'+V,+V”+.”:A;

werden; weiter wird nach Setzen von

W' +-=a, V4V 4. =b, also a+b=),
‘Ll/?’,—|—]/l”1’”+"' =M, v + v + ... = N,
wro+uw'ry +-o =M, Vs +v"'sy+ .- =N,

€S muss

M+N=p+a-m, M +N =g+b—n

werden. Aber man erhilt den numerischen Koeffizienten:
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(nN+mM’+mn)H(p+a_1>H(Q+b_1) ) I1(a) I1(b)

IT(p)I1(q) T(pOTI(") - T -
Zugleich findet man aber in A, alle Terme, die den angegebenen Bedingungen
Geniige leisten. Ich bemerke, dass unter Verwendung der vollstandigeren
Formen

" xz

T=dx+ amy + a'x*> + alxy + ay* + -+,

v ="b'x + by + b'x* + bjxy + boy* + - -
unsere allgemeine Formel

@ _ X'y, — XY
R S e e

immer noch Geltung hat, wenn freilich der Ausdruck

1
Xp+1 Yq+1

nach abnehmenden Potenzen der Elemente 4/, b; entwickelt worden wire;
dann ist aber C,gp ) aus mehreren unendlichen Reihen zusammengesetzt, welche
aus der Entwicklung des Ausdrucks

1 1

(a'x + ary)™  (byy + b'x)"
nach absteigenden Potenzen von a, b; entwickelt ihren Ursprung nehmen.
Diese haben wir in der Abhandlung “Exercitatio algebraica circa discerptionem
singularem fractionem etc.” gesehen alle mit Briichen summiert zu werden,
deren Nenner Potenzen derselben Grofie A = a’'b; — a1b’ sind. Auf diese
Summation vermoge der angegebenen Transformation der vorgelegten Glei-
chungen, mit welcher in den Termen die von einer Dimension die andere

Variable weggeschafft wird, fuflen wir demnach zusammengefasst alles, und

erhalten auf direktem Weg einen Ausdruck von Cﬂ(lp ) in endlichen Termen.

Uberdies erlangt man dasselbe, sofern man anstelle von x, y die Variablen ¢,
v einfiihrt, indem man

x=b&—av, y=dv-1¢
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setzt, woher die linearen Terme

ax+ay =AM, Vx+by=~Av

werden. Unsere allgemeine Formel (41) lehrt, dass die erzeugende Funktion
des allgemeinen Terms

CP
der gesuchten Entwicklung

X1 — X Y

f(X,y)th i

ist; mithilfe dieser Formel gibt man auch leicht die erzeugende Funktion
der ganzen Reihe, mit welcher f(x,y) ausgedriickt wird, an. Sofern namlich
die gesuchte Funktion nur positive Potenzen von ¢, u beinhaltet, erhdlt man,
indem man den Zahlen p, g alle Werte von 0 bis co zuteilt,

(43) flxy) = [f(y)m]

Sooft aber die Entwicklung auch mit negativen Potenzen von t, u behaftet ist,
muss, damit die Formel auch jenen Fall mit einschlief3t,

w0 s = [rsmoenxo (e ) (g )

gesetzt werden, wo wir auf unsere Weise mit dem Ausdruck

1 L 1 1 L 1
X—t t—X Y—-u u-Y

die nach beiden Seiten ins Unendliche laufende Reihe

tPyf
Z Xp+lyg+1

bezeichnen, also den Zahlen p, g alle Werte von —co bis +-co zugeteilt werden.
(Vergleiche die oben erwédhnte Abhandlung). Nach Setzen von f(x,y) = x™y"
wird aus (44)
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1 1 1 1
m,n __ ! _ !
(45) xy——kxn X””(X—t+t—X><Y—u+u—Y>L@Mme

Nach Finden der erzeugenden Funktion der gesuchten Reihe haben wir nun
den Vorteil, dass derselbe Ausdruck auf alle Arten angewendet werden kann,
auf welche die Entwicklung der Wurzeln durchzufiihren beliebt. Es seien
ndmlich die Koeffizienten der vorgelegten Gleichungen X —t=0,Y —u =0
auch Funktionen der anderen Variablen v, w; sofern es gefillt, die Funktion
der Wurzeln, welche auch die Variablen v, w involviert, ¢(x,y,v, w) nach
Potenzen von v, w zu entwickeln, entwickle man die erzeugende Funktion
nach diesen Variablen; auf diese Weise, wenn der allgemeine Term jener
Entwicklung
Pq(p ol

ist, in welcher Pép) allein die Variablen x, y beinhaltet, wird der allgemeine
Term der gesuchten Entwicklung

[Pq(p) -oPw?

} Xyl

sein. Dies ist eine Losung des sehr allgemeinen Problems, nach Vorgabe der
Gleichungen

¢(x,y,0,w) =0, P(x,y,0,w)=0

die Funktion f(x,y,v,w) in eine nach Potenzen von v, w fortschreitende Reihe
zu entwickeln.

Es seien die Reihen, mit welchen die Wurzeln x, y ausgedriickt werden,

x=T, y=U,

nach Einsetzen welcher anstelle von x, y in Formel (45) man die Gleichung

1 1 1 1
T"Uu" = [(X'Y; — X3Y'
[( 1 1 )<X—t+t—X> (Y—u+u_Y>:|x(m+l)y(n+l)

erlangt, welche Gleichung lehrt, dass in der Entwicklung des Ausdrucks
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1 1 1 1
X', - X1Y
(XM ! )<X—t+t—X> (Y—u+u—Y>’
sofern sie nach Potenzen von x, y geordnet wird, der allgemeine Term

™u"
xm+1yn+1
ist, welcher Ausdruck sich demnach auf alle positiven wie negativen Werte
der Zahlen m, n erstreckt. Indem man also den Zahlen m, n alle Werte von
—oo bis co zuteilt, finden wir die bemerkenswerte Gleichung

e 1 1 1 1
(46) (X'Vq XlY)(X—t+t—X Y—u+u—Y

(1, 1 1,1
S \x-T T-x)\y-UuU U-y)°

Wegen des Zusammenhangs, welcher zwischen den Gleichungen X —t =0,
Y — u = 0 und den Gleichungen T — x = 0, U — y = 0 besteht, mit welchem
bewirkt wird, dass aus jenen diese, aus diesen jene folgen, kann man im
gerade gefundenen Theorem die Elemente x, y, X, Y mit den Elementen ¢, u,
T, U vertauschen; damit dies aus dem Theorem selbst klar wird, erwdhne ich
zusétzlich Folgendes.

Es folgt namlich aus der angegebenen Formel (46) diese:

1 N 1 1 N 1 _ 1 1 N 1 1 N 1
X—t t—=X)\Y—u u-Y) XVi-XY\x-T T-x)\y-U U-y/)’

Aber gemifs dessen, was ich in der oben zitierten Abhandlung bemerkt habe,
halten wir zwar einen Ausdruck von dieser Art

1 1
x—T + T—x
nicht fiir einen verschwindenden, sondern sehen ihn als ein Symbol fiir
eine bestimmte Entwicklung; aber derselbe Ausdruck, mit x — T oder einer
hoheren Potenz dessen multipliziert, wird verschwinden. Auf dieselbe Weise
verschwindet der Ausdruck

1 L 1 1 . 1
x—T T—-x)\y—-uU U-y
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nach Multiplikation mit einem Ausdruck von dieser Art (x — T)"(y — U)",
in welchem m, n positive Zahlen sind. Sofern wir also W nach aufstei-
genden Potenzen von x — T, y — U entwickeln, kann man die Potenzen und
Produkte von x — T, y — U verwerfen, und es wird nur der erste Term der
Entwicklung zurtiickbleiben, oder im Ausdruck

1 1o 11
XY, - XY \x—T T—-x)\y—-u ' U—-y

konnen im Faktor W anstelle von x, y die Variablen T, U eingesetzt
werden. Nun wird aber fiir x = T, y = U gesetzt X = t, Y = u; daher findet
man nach Setzen von

oT oT ou ou
_— = T, _— = T _— = / _— =
ot i i T
durch Differenzieren nach t,u
X'T + XU =1, YT +YU =0,
X'Ty + XUy =0, YT, + YU =1
und daher
u; -u’
X =—-  Y=__ -
Tu, — ,u’ T'u, — ,u’
—T; T
R LT T (e v
Aus diesen Formeln folgt, wenn x = T, y = U ist, dass
X'y —XY':; oder ;:T’U -’
1= T'U;, — T, XY, — X1 te A

sein wird. Mithilfe dieser Gleichungen erhalten wir die Formel

1 1 1 1 iy , 1 1 1 1
<X—t+t—X)(Y—u+u—Y>_(Tu1 Tlu)<x—T+T—x> <y—U+U—y>’

welche auch aus dem vorgelegten Theorem (46) hervorgeht, nachdem die
Buchstaben x, y, X, Y mit den Buchstaben ¢, u, T, U vertauscht worden sind.
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Selbiges Theorem lehrt also, dass diese Vertauschung moglich ist.

Es verbleibt, dass Formel (46)

e 1 1 1 1\ _( 1 1 1 1
(XM XlY)(X—t+t—X Y—u+u—Y o x—T+T—x y—u+u—y '

welche wir als das kanonische Theorem bei dieser Frage ansehen kénnen,
aus der Natur der durchzufiihrenden Entwicklungen, zwischen welchen jene
Identitat besteht, selbst bewiesen wird. Oben gelang selbiges bei der Frage
tiber die Inversion von Reihen oder der Auflosung einer einzelnen Gleichung,
weil aus dem Ausdruck f(x) — f(y) der Faktor x — y herausgezogen werden
konnte; wie aber in einem System von zwei Gleichungen Ahnliches geleistet
werden kann, ist nicht unmittelbar ersichtlich. Dies wird dem, der alles sorg-
sam betrachtet, dennoch auf diese Weise gelingen.

Man setze X = f(x,y), Y = ¢(x,y) und man betrachte den Ausdruck

< 1 . 1 )( 1 . 1 )
floy) = ftbu)  fbu)—fxy)) \olxy) —etu)  otu)—elxy))’

Diesen Ausdruck entwickle man nach abnehmenden Potenzen von A, sodass

! negative Pot n eines Elements x, der iibrigen siti
egative Potenzen eines Elements x, der iibrigen positive
floy) = f(tu)
l 4 4 4 4 t 4 77
ftu) = f(x,y) '
l 4 4 4 4 7”7 4
— ot Y
e(xy) — ot u)
1 7”7 4 77 7 4 4
u,

o(t,u) — o(x,y)

beinhalten. Mit diesen Bedingungen ist die Art und Weise, die einzelnen
Ausdriicke zu entwickeln vollstindig festgelegt. Nun wird man

flxy) — f(tu) = A(x —t) + By —u),
¢(x,y) — (t,u) = C(x—t) + D(y —u)
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setzen konnen, wahrend A, B, C, D positive ganze Funktionen der Elemente x,
y oder unendliche Reihen sind, in welchen man nur positive ganze Potenzen
der Elemente x, y findet. Nach Bemerken dessen wird aus der vorgeschriebe-
nen Entwicklungsweise

1 1 B 1 (=1)7
ey —few T Few - fay)  mar Y (<x—t>v+l T o)

1 1 . 1 (—1)7
@(x,y) — o(t,u) * p(t,u) —o(x,y) L pr (£ =) ((y— u)itl - (y— u)"“)

in welchen Summen den Zahlen p, q alle Werte von 0 bis co zukommen. Es

ist eigentlich nicht nétig, dass ich wiederhole, dass aus der Notation, tiber

welche wir tibereingekommen sind, dass die, welche wir mit (x_})p 1 ] t_;) ST

4
7

darstellen, voneinander abweichen, dass die eine nach negativen Potenzen
von x, die andere nach negativen Potenzen von f fortschreitet. Daher halten
wir den Ausdruck

1 (=1)F
(x — )P+t~ (t —x)pHl
nicht fiir verschwindend, welcher dennoch, mit einer hoheren Potenz von

x —t als die p—te multipliziert verschwindet. Auf dieselbe Weise verschwindet
der Ausdruck

1,
(y—wrt - (u—y)rtt
mit einer hoheren Potenz von y — u als die g-te multipliziert. Daher verschwin-
den in der Summe

BPCY 1 (1) 1 (—1)7
L gm0 (g + g ) (G + o)

B ( 1 N 1 ) < 1 N 1 )
S\ fly) = flbu)  flLu) = f(xy) ) \e(xy) —e(tu) ot u)— o(x,y)

alle Terme, in welchen p > g oder g > p, nach Verwerfen von welchen nur die
verbleiben, in welchen p = g ist. Daher wird der vorgelegte Ausdruck
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2 BrC? 1 n 1 1 " 1
APFIDPHL \x —t  t—x) \y—u u-—y

1 1 n 1 1 " 1
AD—BC\x—t t—x)\y—u u-y)’

Nun konnen wir dem, was wir oben bemerkt haben, wo wir ﬁ nach
positiven Potenzen von x — t, y — u entwickelt haben, den ersten Term der
Entwicklung oder den ohne Potenzen anstelle des Faktors 515 einsetzen.
Es ist aber klar, dass aus den Gleichungen

oder?

flx,y) — f(tu) = A(x—t) + B(y —u),
¢(x,y) — @(t,u) = C(x —t) + D(y —u),

wenn wir anstelle von ¢, u die Ausdriicke x — (x — t), y — (y — u) schreiben
und f(t,u), ¢(t,u) nach Potenzen von x — t, y — u entwickeln, dass die in der
Entwicklung von A, B, C, D von x — t, y — u freien Terme respektive f'(x),
f'(y), ¢'(x), ¢'(y) sein werden; daher lasst sich anstelle von 515+

1 1
f)9'(y) = fe'(x) XV — XY
schreiben; danach wird

B ( 1 N 1 > < 1 N 1 >
S\ fly) = fbu)  flhu) = fxy) ) \e(xy) —o(tu)  otu) —e(x,y)

1 1, 11
X -XY \x—t t—-x)\y—-u u-y)’

In dieser Gleichung wollen wir anstelle von ¢, u die Reihen T, U setzen, nach
Einsetzen von welchen anstelle von x, y in f(x,y), ¢(x,y)

?Das Theorem, zu dem wir hier gelangt sind,

( 1 N 1 )( 1 N 1 )]
A(x—t)+Bly—u) A(t—x)+Bu—-y)) \D(y—u)+C(x—t) D(u—y)+C(t—x)

o 1,1 1,1
" AD-BC\x—t t—x)\y—u u-y

ist in anderer Weise in oben zitierter Abhandlung bewiesen worden.
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FT,U) =1, (T,U) =u

wird; sofern dartiber hinaus f(x,y) = X, ¢(x,y) = Y gesetzt gesetzt wird,
geht die vorherige Formel in die folgende tiber

1

1 n 1 1 i 1 B 1 1 n 1 1 N
X—t t-X Y-u u-Y) XVM-XY\x-T T-x y—-u Uu-y

welche mit X"Y; — X1 Y’ multipliziert das zu beweisende Theorem an die Hand
gibt.

Die von uns angegebenen Methoden werden nicht auf den Fall beschrankt,
in welchem die gesuchte Entwicklung allein aus Potenzen von ¢, u besteht,
welchen einen Fall wir bisher betrachtet haben. Aber im Allgemeinen wer-
den mit speziellen Kunstgriffen die iibrigen Félle auf jenen zuriickgefiihrt.
Wir wollen eines Beispiels wegen festlegen, dass die Funktion log xlogy zu
entwickeln ist, welche Entwicklung die Form

logtlogu + Alogt+ Blogu + C
haben wird, wihrend A, B, C allein nach Potenzen von ¢, u fortschreitende

Reihen bezeichnen.

Nun folgt aus den vorgelegten Gleichungen t = X, u =Y

log xlogy = lo t—xlo ﬂzlo tlogu+logtlo
gxlogy 8X 8Y gt log grlog

J
Y

+logulog % +log % log %,

woraus im Ausdruck log ¥, log & allein nach Potenzen von x, y und daher
auch von t, u entwickelt werden konnen, und aus diesem Grund reduzieren
sie sich auf den vorherigen Fall. Deshalb erhdlt man aus den vorgelegten

Formeln
XY — XY’ 1 1 y v
M — log 2
[ X —t <Y—u+u—Y>logYL1y1 8

X’Yl—lel 1 4 1 lo i —1o E
Y—u \X—t t-X)8X], 0 W

A

B
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x 1,1 1 1
C = (X/Yl—lel)logXIOgly/(X_t+t_X> (Y—M_}—U_Y)} 1y—1
x~ly—

Dies soll als Nebenbemerkung reichen.

Die allgemeine oben angegebene Formel

(p) o X’Yl - X1Y/
Cq - |:f(x/y) Xp+]'Yq+] x*]y*]

lasst sich mit Formel (11) von Lemma II auch auf diese Weise darstellen:

) i Xf YA
SO [qupw qXP“Y‘? pYPYTHL]

wenn freilich f] = axa L= f 1st Uber das in jener Form vorgelegte
Theorem folgt auch lelcht das was der illustre Herr LAPLACE vor einiger Zeit
tiber die Auflésung der Gleichungen

x=t+ap(x,y), y=u+pBy(xy)

gefunden hat. Man setze ndmlich x = t+ ¢, v = u + v, die vorgelegten
Gleichungen werden in die folgenden gedndert:

¢ v

Y= elrcuto) PTpEruto)

Sofern nun die Funktion f(x,y) = f(t + ¢, u + v) in eine nach Potenzen von
a, B fortschreitende Reihe zu entwickeln ist, deren allgemeiner Term

Cép) aP i

ist, wird aus der vorhergehenden Formel

(P):ip a2f 7p1qqoaf 7pqlal/)%
= eV agoe T Vavar Tt a5 a0)

wenn der Kiirze wegen anstelle von ¢(t + ¢, u+v), p(t+ ¢, u+v), f(t+ & u+
v) nur die Buchstaben ¢, ¢, f geschrieben worden sind.

Diese wird aus dem TayrLoRr’schen Satz
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1 2f 1 dpdf 1 oY of

PHa=2 | byl —2_ 1 Zoplyd L L 4 Zppya 12221

(48) clr _ 1 I pqq)l'b axay—'—qq) 4 ayax+p9""’ ox dy
T I(p-1I(g-1) dxP~ 1oy '

in welcher Formel ¢, ¢, f die Funktionen ¢(x,y), ¥(x,y), f(x,y) bedeuten,
und nach den Ableitungen jeweils x = t, y = u zu setzen ist. Dies stimmt mit
dem vom illustren Herrn LAPLACE angegebenen Theorem iiberein. Denn die
Gleichungen, welche jener betrachtet hatte, namlich

x=F(t+ap(x,y)), y=I(u+pyp(xy)),

werden mit x = F(x1), y = II(y;) auf die von uns verwendete Form zuriick-
gefiihrt.

Ich bemerke noch, dass nach Vorgabe ¢(x,y,t,u) = 0, ¢(x,y,t,u) = 0
der Gleichungen, wenn x, y als Funktionen von ¢, u betrachtet werden, die
Ableitungen der Funktion f(x,y, t, u) nach t, u mit unseren Formeln allgemein
gefunden werden. Wir wollen ndmlich festlegen, dass nachdem t +h, u 41
anstelle von t, u gesetzt worden ist, x, y in x + H, y + I gedndert worden sind,
woher die vorgelegten Gleichungen

p(x+Hy+Lt+hu+i)— ¢(x,ytu) =0,
p(x+Hy+Lt+hu+i)—p(xytu) =0

werden, in welchen wir H, I als die Unbekannten oder die Wurzeln betrachten.
Eine Funktion von diesen f(x + H,y + I,t + h, u + i) konnen wir mithilfe der
oben angegebenen Methoden in eine Reihe entwickeln. Nachdem diese nach
Potenzen von &, i geordnet worden sind, wird, sobald man den allgemeinen

Term C,gp )hPi‘7 findet,

P (x,y,t,u)
otPou
sein. Wir wollen noch etwas tiber das System von drei Gleichungen in drei
Variablen hinzuftigen.

= I1(p)I1(q)CY"
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UBER DIE AUFLOSUNG VON DREI GEGEBENEN
GLEICHUNGEN ZWISCHEN DREI VARIABLEN MIT
UNENDLICHEN REIHEN

Nach Vorlage der Gleichungen

o= ax+ by+ cz+ dx>+ exy+---,
T=dx+ by+ dz+ d'x>+ exy+---,
v:a”x+b”y+c”z+d”x2+e”xy+

transformiere ich sie in andere dieser Form

s=Ax+ ax’+ Bxy+ Yy +---,
t=Ay+ a/x> + Blxy + yYy* + -+,
M:AZ—FIXNZ—FﬁNXy—F’)/N]/z-F

in welchen

= (da" —"a")o + —ca”)t + (ca’ —c'a)v,

= (V" — ' + (b —be")T + (bc — Vo),
(c"a
t=(a't" —a"b)o + (a"b—ab")t + (ab' —a'b)v,

A — a(blcll _b//cl) + b( ! 1 // /) + C( /b// _a//b/)

ist. Wenn nun die Funktion f(x,y,z) der Wurzeln x, y, z in eine Reihe zu
entwickeln ist, deren allgemeiner Term C, ;,sPt7u" ist, finde ich C 4, mithilfe
von Lemma III auf diese Weise:

X =Ax + Dcx2+ ley—f— /)/y2+,
Y=Ay+ o/x*+ Bxy+ Yy + -+,
7 = Az+u¢”x2+,[3”xy+’y”y2+

Nach Setzen von

_OX(3Ydz dYdz\ X (3Ydz dYdz\ X (dYdz dvdz
~ 9x \dy 9z 9z Ay dy \ 0z dx  Jy 0z 0z \dx dy  dy dx
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und nach Entwicklung des Ausdrucks X"Y"ZPV nach abnehmenden Poten-
zen von A, sehen wir, dass in Lemma III in jener Entwicklung der Koeffizient

des Terms xiyz stets = 0 ist, wenn nicht m = n = p = —1 ist, in welchem Fall
der Term xiyz den Koeffizienten 1 hat.

Nun muss, wenn

fx,y,2) =) Cpqrsthi’

ist, identisch

f(x, y, Z) == Z Cp’q,yXquZr

werden, woher aus dem erwdahnten Lemma

f(x,y,2)V

(49) CP/W - |:XP+1Y0]+127+1:| xly-1z-1

ist. Weil der Ausdruck C,,, negative Potenzen von A enthilt, bemerke ich,
wenn man anstelle der transformierten Gleichungens = X, t =Y, u = Z die
volleren Formeln verwendet hitte, welche wir anfangs vorgelegt haben, dass
jener Ausdruck Cp,,, welchen Formel (47) an die Hand gibt, aus mehreren
sehr komplexen Reihen zusammengesetzt wire, welche aus der Entwicklung
der negativen Potenzen von A hervorgehen.

Man findet die ganze Reihe, wenn sie allein aus positiven Potenzen von s, t,
u besteht, als

_ f(x,y,2)V
(50) f(x'ylz)_ (X—s)(Y—t)(Z—u) ’

xly-1z1

welche Formel den Vorzug besitzt, dass sie sich jeder beliebigen Art und
Weise anpasst, auf welche die man die Entwicklung der Funktion f(x,y,z)
durchzufiihren wiinscht.

Aus Formel (18) von Lemma III lasst sich die fiir C,,, gefundene Formel
sogar auf diese Weise darstellen:
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1 3 f
XPY1Z" 0xdydz

. of [ 1 X7 +iaz—* oX~? +iyax—v‘

ox |Y1Z" dydz Y1 dy oz Z" 9z oy |
n af [ 1 02y~ +iaX*7’ oY 1 +i£ﬁ
oy | Z"XP 0zox  Z" 9z Ox XF ox 0z |
N of [ 1 27 +i8Y*’4 YA +i8X;”E)Z*"
0z | XPYT oxdy ~ XP odx 9y Y7 dy ox |

(51) pqrCpqr =

Mithilfe dieser Formel wird das vor einiger Zeit vom illustren Herrn LAPLACE
tiber die Auflosung von drei Gleichungen in drei Variablen dargebotene
Theorem leicht bewiesen. Denn nach Vorgabe der Gleichungen

§=s +af(¢v0),
v=t + Bo(¢ v Q)
C=u+9(v,0),

welche Form jener verwendet, setze man

C=s+x, v=t+y, (=u+z

woher die gegebenen Gleichungen in diese tibergehen:

x
fs+x,t4+yu+z)
Y
p(s+x,t+yut+z)
z
Y(s+xt+yu+z)

Wenn nun festgelegt wird, dass

B =

’)/:

F(Z,0,0) =F(s+x,t+y,u+z) =Y Cpora? iy
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ist, geht aus Formel (51) durch Setzen von X = %, Y = %, Z = i und unter
Verwendung unserer iiblichen Notation fiir die Ableitungen

1 oPTatr=3p
O Conr = T IT(r) a7 Ty Taer
hervor, wo
( )
9F
P i
frotyt 0x9Y0z
dpTy" 9?F 9¢ fP 9°F afPpT O*F
+ o9 " o ¢'f Lo
ox dyoz dy 0zdx 0z 0Jxay
— oF | 9% fr oY’ OfP a q9fP
M= [y L OO oo
ox ayaz dy 0z 0z 9y
oF | ol s ago aqf ap7
OF | v ep?
+ ay | Vs Bzax i 0z ax ox 0z
oF | 9%y’ 97 oy’ qOfF opt
— | fre1 P
+ 0z f 4 oxay f ox 9y 4 dy ox J

ist und wir anstelle von f(x,y,z), ¢(x,y,2), ¥(x,y,z), F(x,y,z) einfach f, ¢,
Y, F geschrieben haben und nach den Ableitungen x = s,y =,z = u zu
setzen ist. Diese Formel hat der illustre Herr LAPLACE in der oben zitierten
Abhandlung auf Seite 120 angegeben. Denn die Gleichungen, welche jener
verwendet, gehen von ihrer Ausgangsform

¢

(s +af(¢,v,0)
X(t+po(E,v,0)
¢ =0u+9(0.0),

durch Setzen von ¢ = T1(¢’), v = X(v'), { = Q({’) auf die oben verwendete
Form zurtick.

7

)
)

7
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Und wenn nach Vorgabe der Gleichungen

f(x,y,z,t,u,0) =0,
o(x,y,z,t,u,0) =0,
Y(x,y,z,t,u,0)=0

x, y, z und daher auch die Funktion F(x,y, z, t,u, v) als eine Funktion von ¢, u,
v betrachtet werden, und unter dieser Annahme die partiellen Ableitungen
von F nach ¢, u, v zu finden sind, lasst sich der Ausdruck

oP+a+trE
otPoulov”
leicht allgemein mit unseren Formeln darbieten.

Was wir aber bisher tiber zwei bzw. drei Gleichungen in zwei bzw. drei

Variablen vorgestellt haben, wird mit derselben Leichtigkeit auf jede beliebige
Anzahl an Gleichungen und Variablen verallgemeinert.
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